EL CALCUL CRISTAL-LOGRAFIC
ABREUJAT PER LA
TETRAGONOMETRIA

El problema practic de la cristal'lografia geomeétrica consisteix, com és
sabut, en la determinacié dels angles i simbols de les cares d’'un cristall per
a arribar al coneixement de la simetria i lleis d’agregacio 1 fixar 'importan-
cia relativa de les cares, ¢és a dir, I'ordre de creixensa del cristall, d’on
es treuen conseqiiencies sobre la mecanica de les particules cristal-lines.
La simetria que el calcul cristal'lografic dona, és només la simetria que
podriem anomenar externa; l'interna, de les direccions equivalents o de
Pestructura, o siga la verament criscal'lografica, es té de descobrir amb
Paplicacié dels métodes fisics, com sdn els optics, magnetics i de les figures
de corrosid, aquest darrer el més breu i decisori. Aixi el goniomeétrc ens
podra dir quina és la singonia (sistema) del cristall, perd no pas el tipus o
classe que li pertany; ens diu que hi existeix el cub, octaedre 1 dodecaedre,
per exemple, perd no tenim prou fonaments per a concloure si els eixos
d’ordre quart ho sén també en l'estructura, o si altrament sén binaris, 1 en
aquest cas si per als ternaris hi ha centre o si, al contrari, sén polars.

Malgrat aixo, ’estudi morfologic d’un cristall és sempre el primer medi
analitic de vera importancia, tant per a 'identificacié de les especies quimi-
ques del laboratori com de la naturalesa. Prop de 10,000 substancies son ja
determinades, nombre petit encara, pero creixent en progressid geomeétrica,
1 les descripcions de part d’elles, escampades en nombroses revistes, es
troben recollides en els tres volums, fins ara publicats, de la Chemische
Krystallographe de P. Groth.

Cal, per a poder fer la definicié o la identificacié d’'una especie quimica,
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tenir pregons coneixements del calcul cristallografic, i més que tot, 'art del
calculista endrecat a cercar els camins breus, no carregant debades de gaires
observacions i nombres, tasca gens avinent, puix com diu Fedorow, sembla
que hagin vessat a posta, en els métodes de calecul a I'is, tota mena de
noses i dificultats per a fer-ho enutjos i llarg.

En Pany 1876 publica Carles Klein la seva Einleitung in die Krystallbe-
rechnung, llibre de 393 pagines, on damunt cada cos i combinaci6 més fre-
qiient de formes, es fa la col'locacié dels triangles esférics, la resolucié dels
quals déna els parametres, procediment que podriem anomenar estereométric,
primitiu, perqué s’ha de tenir sempre en compte els elements geométrics de
les formes, una per una, que constitueixen el cristall. Els calculs d’un d’axi-
nita (triclinic) amb les sis formes m= {110}, M= {110}, a= {100},
p={111}, r={111}, s= {201} se desenrotllen, malgrat ésser tan simple,
des de la pagina 293 fins a la 300. Un pas enlla es pogué donar en ¢o que
pertany a la claredat i generalitzacid, quan entrant per tot arreu de la
cristal-lografia, les projeccions esfériques, el curumull del caleul, es va cons-
trényer, en 'estereografica (fig. 1.2) a les segiients férmules:

o2

sen send ©c  senn
b= e MR — :
sen 8’ seny’ & sem A’

a=tan d=cot §; c=tan ¢=cot y; —Z- =tan #=cot A (quan o, B, y,=900),-

essent @ : b : ¢c=a : 1 : ¢ la relaci6 paramétrica del pla P. L’art del cal-
culista es té d’endregar, ara, en el cas més general (triclinic), al coneixe-
ment dels quatre angles ¢, 0, ¢, ¥, eixint d’altres angles mesurats en el cris-
tall i de relacié amb aquells molt diversa.

Es clar que aixi, deslligant-se de tot criteri estereométric, la generalitza-
ci6 ¢és sorprenent, la claretat grandissima, puix tot es tanca en el triangle
(100) — (001) — (010) dels plans coordenats; pero el moll de I’assumpte
roman el mateix com siga que’s tingui de resoldre encara una pila de trian-
gles esférics, abans d’arribar als nombres ¢ i ¢. Pensant a més en les abun-
doses formes que pot tenir nn cristall, i sobre tot, en el calcul invers, és a
dir, en la determinacié dels angles coneixent els simbols de les formes, es
troba gairebé¢ justificat que la encerca morfologica de les 10.000 especies
hagi anat tan a poc a poc.

Els resultats del calcul cristal-lografic s’expressen comunament:

L En les anomenades constants, que son els angles «, £, v, que formen
els eixos coordenats i la relacié paramétrica @ : 1 : ¢ d’una certa cara, el

simbol de la qual es fa (111), com els dels plans coordenats sén (100),
(010), (001).

2% En la llista de formes o combinacid.

-
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3.7 En les taules d’angles observats i calculats.

Ara bé: no ¢és aqueixa tampoc la millor fais6 de concretar els elements
després necessaris en tot analisi, perqué en la combinacié mai es diu quines
son les formes cabdals i quines les que no tenen gairebé importancia, aixi
que la deguda orientacid d’un cristall, supost pertanyent a tal substancia,
no’s fa’l primer cop, i a més que tant en aquest punt segobn com en el
tercer, hi ha sovint tota mena d’errades; tan mateix perque les constants i
angles donats no séon els més avinents per a les projeccions. La cosa més
greu de totes pero, son les errades: un index amb el signe baratat, capgira
la bona adrega del calcul fins a trobar el malentés, i no cal dir que hi ha
errades d'impremta i1 de calcul sense cap esmena possible.

Cercant Fedorow un meétode més senzill que deixant a banda tota ope-
raci0 sobrera pugui estalviar als quimics purs, no gaire conreadors de la
cristal-lografia, escudis i temps, guanyant-los aixi a 1'as jornaler del gonio-
metre, en troba un (1), per ell bé prou practicat, per6 no pas conegut i
estés, anomenat de les coordenades esfériques bipolars, de tot en tot trenca-
dor dels vells motlles. Per aqueix metode les seves constants s’obtenen
directament en el mateix goniometre, sense cap mena de calcul, i les ope-
racions cristal'lografiques queden reduides a addicionar i sostraure cotangents.
Adhue els logaritmes no calen fent Gs d’una taula de cotangents naturals.

Cal dir, en primer terme, que’s tracta del goniometre teodolitic tan
profités en les encerques morfologiques.

Sigui O (fig. 2.2) el pol d’una projecci6 gnomonica, pol ensems d’una
cara del cristall; aquest pol amb quisctn p, p, p;..... de les cares, deter-
mina rectes ¢ue son les projeccions de les zones o cercles maxims. Donem
a tres d’aquests els simbols |10 I, |01|, | 11 ] Segons la teoria del sistema
representatiu esmentat (2).

El tros —ac’ =ac ens déna la zona |11

1
»  » ad = —ac » » » 12
2
r l 3
» » —ad'=—=ac » » » 12
2
»  » ae =2 ac » » » 21 13

¢s a dir: per a obtenir la zona |mn| es t¢ de dividir el tros ac en n parts i
pendre m eixint del punt a.

(1) Der einfachste Gang der Krystallbeschr, Zeitschr, f. Kryst, 54, 17-1914,
(2) V. F. Pardillo. Curso de Cristalografia Geométrica, 1916,
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En el feix O tenim, dones,

sen aoc¢” sen boe’
sen aoc  sen boc

=1

sen (boc’—boa) . sen boc __ cot boa—cot boc” 1
sen (boc —boa) .sen boc’  cot boa—cot boc

o també

0 sigui 2 cot boa=cot boc+ cot bee’

i altres consemblants. p
Escrivint abreujadament cot |01 | en compte de cot hoa= cot 10| |01,
etcétera,

tindrem 2 cot | 01 |=oot| 11 |+ cotl 11 |

De la mateixa forma,

sen(|01|—-|mn|).scn|ll| cot | mn | — cot | 01 | m

— et

sen | mn | . sen(|01 |—| ll|) _cot] 11 |— cot| 01| Cm

i d’aci =
(A) ~ ncot|mn|=(n—m) cot|01 |+ m cot|11].

Ajustant en el goniometre la cara O, un dels cercles graduats ens dona
els angles de les zones determinades per O i els altres pols. D’aqueixos
angles dos sén independents (1, 2); els altres estan lligats amb ells per la
condicié (A), de caleul tan simple i de comprovacié per llegida directa en
el gonidmetre, si existeixen en el cristall cares de les zones calculades.

Ajustant altra cara O’ i tornant a fer les mateixes operacions, tindrem
dos angles independents (1, 2’) i un nou feix de zones, essent ja quiscuna
de les cares fixada per dos angles: un el de la zona en O i altre el de la
zona en (', .

En els cristalls triclinics hi ha les cine constants angulars O 07, 1, 2, 17, 2;
pero en les altres singonies s’abreuja encara més quan les cares fonamen-
tals O, O’ sén simétriques, puix els dos parells d’angles 1, 2 i 1’ 2’ s6n
iguals i el segén ajust es pot estalviar.

L'expressi6 (A) no és aplicable a les cares de la zona [00’[; cal en
aquest cas fixar la posici6 d’una tercera cara de la mateixa zona. Fedorow
en el seu treball sobre les férmules de la tetragonometria esférica i plana (1)
en treu també la segiient per a la cara particular p,

(1) Sitzungsber. d. math, phys. Kl d. K. Bayer., Akad. d, Wiss, 1913.

r

34 269



ARXIUS DE L’INSTITUT DE CIENCIES

14 % cos 0o cot 0|11 |—cot 0|01 |
k sen oo’ essent k=00t0’|11|—-cot 0’| 01"

(B)  cot opy=

Py 1 p; conjugats harmonics de o i o’ donen

2 cot 00" =cot ops+ cot op;;

i fent que la cara O sigui |10, la O’ sigui [01]i la p, |11, es podran cal-
cular per medi (A) els altres angles de la Zona |00’ |.

En resum, doncs: determinats en el cas general els angles 1, 2, 1/, 2
per dugues orientacions del cristall dessobre el gonidometre, les coordenades
esfériques bipolars de cada cara s’obtenen per les f6rmules (A) i (B).

Abans de posar un exemple d’aquesta mena de calcul, potser no sera
fora de lloc recordar o esmentar dos principis cristal'logiafics de necessaria
aplicacio. -

a) Si (hkl) i (h’k'V) sén dugues cares, el simbol |7k | de la seva Zona és:

(C) Nt %o N==kll <k : Ib'—h : Rk —Kkh ;
101
aixi, 25 =141,
113
Si |'qxl| i |72\ | s6bn dugues zones, el simbol de la cara comuna és:

(D) ho: ko l=aN—W: kg —\N o —w.

b) La transformacié de simbols se troba, devegades, massa complicada
en els tractats de cristal'lografia. La resolucié d’aquest problema es té ben
elegant i practica en les sumes vectoriales, en la invariabilitat d’un vector.

Siguin I, I, I, I, quatre elements d’un cristall (zones o cares), a, b, ¢, els
parametres fonamentals; tindrem essent arestes, per exemple:

LI mah |= na+ b+

L 7N | = 1a+ 2b+Ne
ls| %"\ | =7"a+%"b+ N
ly| HKL | = Ha + Kb 4 Le.

Les tres primeres prenguem-les com a eixos coordenats; la darrera com
a aresta fonamental: 7,[100|, 7,|010], 7,|001|, 7, {111, i tindrem

ly=nl,+n"ls 4+ n"ls
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substituint
H=nn+n"t'+n"y"
(E) K=nx + 0% n"n"
L=nh+n'N +n"\"

s

d’on podrem treure els factors numeérics n, »’ »n”’ dels nous parametres,
Una aresta |pqr| del vell sistema, quin simbol ia:yzl té en el nou?

ra+qb4re=xnly+yn'ls + zn’lg;

substituint
p=xnn+yn'y + 20"y
(F) - g=ann+tyn'w 2"
r=ank+ yn’\ +zn"\".
Aixi

[ 121 | es pren com a | 100
102] » » » » (010
013 » » » »|001

210/ » » » » |11

2=n—n'
1=2n+n"
11 5
=n-4 2n'—3n” s -g—; g P - = -6-
p= Tx+1ly
g=14r— 5z.

r= Te—22y+ 15z.

No cal més, perqué un quimic pugui en dugues o tres hores fer I’analisi
morfologic d'un cristall, que aquestes poques férmules i la practica del
goniometre teodolitic, molt més simple que la dels d’un sol cercle. Al
mateix temps que el calcul, se va fent la projecci6 estereografica, amb gran
avinentesa per ésser-hi tan propies les coordenades bipolars, prenent cura
d’assenyalar-hi, per medi de signes especials, 'importancia relativa de les
formes.

Les quatre cares s’acostuma anomenar-les a, b, ¢, d; les dues primeres
son les de l'ajust goniométric. i es pren sempre:
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En el pol ¢ |ab]=|10]; |ac|=|01|; |ad|=|11]
» » » b |ba|=|10]; |be|=|01]|; |bd|=]|11]

Vejam el calcul en la singonia triclinica. En la figura 3. hi ha la
projecc’é estereografica d’un cristall de 2[(C,H,),Se| . PdCl,

—

a:(-l-i—O), bz(IIO), c=(001); d=(IOl); e:(TOO)
(ab) =9304";  |ac|=100°57"; |ad|="T452"; |be|=80°54"; |bd|="56°29'

Per al pol (110) tenim

—

110

o —1001| es pren com a |10 |
110 &

001:]110]» » » »|01]
101 %

=t :!111]» ¥ N »[11]

Les formules de transformacié sén: a=r y=7p.

Per al pol (110) tenim

110

__ |=]001] es pren com a |10 |
110 _

110 :I]lO] » » » » l()ll
001

110

_ =11} » » » »|11]
101

Les férmules de transformeacid son: x=r y=np.
Coordenades de (101).

En el pol (110) és:

101

| 110

cot|11| =2 cot| 01 | —cot| 11 |=2 cot 100967 —cot 74052’ = — 0’38694 —0'27044

=|111|=|11]

cot| T1 | =—0/65738=cot 123°19".
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En el pol (110) es troba

110

G =|111 |=| 11|

cot| 11 |=2 cot |01 |—cot| 11 | =2 cot 80054’ —cot 56029’ =0’32034— 066230
cot| 11 |=—0'34196=cot 10853".

Coordenades de (121).
En el pol (110) hi ha
110

={118|=|31
19\ =| 13| =31

cot| 31 |=4 cot| 01 [—3 cot| 11 |=0'64068—1'98690
cot| 31 |=—1'34622=cot 143:24’".

Coordenades de (100).

0727044019347 0746391

b= 5766230—0'16017 — 0750213 — V2988

TR SR B

cot (ae)= 099956 ==1 0303_.(3% 4409,
En la zona |ab| prenguem  (110) =10
(110) = |0
(100)=|1

Les formules de transformacid sén x=p+q; y=p—ry.
Cordenades de (010)-——| 11 |

—cot| 11 |=—2 cot| 01 | +cot| 11 |=—2 cot 93:04’ + cot 44:09’=0"10715 + 1’0303

cob| 11 |=—1"13745=cot 13841".

I aixi seguint es van calculant coordenades de formes, existencia de
les quals en el cristall es descobreix, aleshores, en breu estona. Els cinc
angles calculats, a més dels cinc observats, ens donen la posicié de setze

formes; un altre angle en (TI-O) i en tindriem vint.

A seguiment fem el resum de totes les formes de la projeccié amb les
seves coordenades esfériques bipolars. (Les formes assenyalades amb * no
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constitueixen la combinacié coneguda en el 2[(CyH,),Se] . PdCl,; han estat
afegides per mor de I’exemple).

Pol 110 110 001 101 011 101 100 010
110 0°00” | 93004’ | 100057 | 74052’ | 74052'| 123°19’| 44009’ | 138°41’
110 | 93004’ | 00007 | 80054’| 5629’ | 10853 | 108°53'| 48055’ | 4537
Pol 121 031 4 112+ 1 118> | 112+ | 112% [-211* | 342
110 | 740527 123°19’| 100257/ | 74°52 | 100057 | 123°19’| 123219’ | 100057’
110 | 143°247| 56029 | 108053’ | 80054’ | 56°29"| 80054 | 143024’ | 143024’

Les coordenades de (100) i per consegiient les de (010) son diferents de
les donades per Fedorow (44°24, 138°27") com a resultat de la encerca feta

pel scu deixeble Orelkiu (1). Com que no hi figura el calcul intermedi, ho |
crec una errada d’impremta.

Barcelona 24 octubre 1916.

(1) Zeilschr. [. Kryst. 54, 43.
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